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Стержень переменного сечения

• Размеры сечения линейно изменяются по длине стержня. 

• При построении матрицы жесткости используются базисные функции, 

удовлетворяющие однородным уравнениям равновесия. 

• Построены матрицы масс и устойчивости.

• Реализованы основные типы сечений: брус, двутавр, швеллер и т.д. 
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Тонкостенный стержень

Стержень с секториальным моментом инерции (теория Власова):

Статика, устойчивость, динамика.
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Реализованы основные типы сечений: брус, двутавр, швеллер и т.д.,

а также переменные сечения.

Построены матрицы масс и устойчивости.
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Уравнение равновесия при стесненном кручении имеет вид:

Оно отличается (формально) от уравнения для изгиба наличием слагаемого
Базисные функции для изгиба - многочлены третьей степени. Они могут
применяться и для стесненного кручения, однако более точные результаты дает
использование общего решения однородного уравнения (1)

Построение базисных функций и матрицы жесткости из (2) обычно выполняется на
отрезке . Это приводит к решению четырех систем линейных уравнений
четвертого порядка.
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Значительно проще выполнить построение на отрезке
используя четность и нечетность функций и соответственно.
Система уравнений четвертого порядка на имеет вид

Для каждой из четырех систем одно из чисел равно единице, остальные -
нулю.
Она распадается на две легко решаемые системы второго порядка
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Элементы матрицы жесткости вычисляются по известным формулам

где функционал потенциальной энергии стесненного кручения имеет вид

Явное вычисление интегралов вида (5) достаточно громоздко. Применим 
формулу интегрирования по частям и воспользуемся тем, что базисные функции 
удовлетворяют однородному уравнению (1). Тогда    
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Используя (3) и очевидные формулы

Получаем

Отметим, что в (8) нет экспоненциально растущих величин
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Для вычисления усилий в начале и конце стержня, как и для изгиба, достаточно, 
в соответствии с (6), умножить матрицу жесткости элемента на вектор узловых 
перемещений и откорректировать на вектор нагрузок.

Для вычисления усилий в произвольной точке стержня при изгибе  применяется 
метод начальных параметров, основанный на  интегрировании уравнения 
равновесия.
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При стесненном кручении формулы аналогичны:

Слагаемое                                  вычисляется из (2). Но при наличии распределенных 
по элементу нагрузок нужно получить точные значения           при этих нагрузках. 
Для этого решаем уравнение (1) с нулевыми граничными условиями и 
прибавляем полученное решение к конечно-элементному.
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Шестое узловое неизвестное для пластин

В функционал потенциальной энергии добавляется слагаемое:
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• Физически нелинейные стержни и оболочки с учетом сдвига.

• Геометрически нелинейный стержень с учетом секториального момента 

инерции.

• Новый алгоритм конденсации масс.
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Элементы грунта:

• Исправлена ошибка в алгоритме учета различных модулей объемной

деформации при нагрузке и разгрузке;

• Исправлено вычисление коэффициента запаса по сдвигу;

• Разработаны элементы неотражающей границы для динамических 

расчетов.

Неотражающие граничные условия:

где, - скорости продольной и поперечной волн.
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Новые конечные элементы с узлами 

на серединах сторон

• Пластины: треугольник, четырехугольник.  

• Объемные элементы: тетраэдр, треугольная и четырехугольная призмы.

Плоские элементы переводятся в стандартные линейным 

преобразованием, объемные – изопараметрически, с помощью своих 

базисных функций.
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Погрешность МКЭ

• Пропорциональна .

• Для элементов балок-стенок и объемных:

- без промежуточных узлов  р=1;

- с промежуточными узлами р=2.

ph
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Ось 1x  направлена вдоль прямолинейной оси стержня, оси 2x , 
3x  – главные центральные оси сечения A , 
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32 , dAExEI
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2

23  – жесткости,  32 ,,0 nnn   – единичный вектор нормали к границе 

сечения  , 
0
2x ,

0
3x  – координаты центра кручения. Штрихами обозначается дифференцирование по 1x . 

Модуль Юнга E  и модуль сдвига )1/(  EG  могут быть переменными в A . 

Поскольку размеры сечения существенно меньше длины стержня, предполагается, что 0233322   . 

Эти условия удовлетворяются, если положить (решение Сен-Венана [1,2,3]) 
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функция  зависит только от 32 , xx , функция 1  – только от 1x . 

СВОБОДНОЕ И СТЕСНЕННОЕ КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЯ
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Предположим отсутствие распределенных нагрузок и вычислим деформации и напряжения: 
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Для определения  функции   воспользуемся линейными однородными уравнениями равновесия 

0/)(  jk j xU        (3) 

и граничными условиями 

0)( jk j nU .        (4) 

При 3,2k  получаем тождества, при 1k  имеем 

0/// 313212111  xxx   в A ,     (5) 

0313212  nn   на  .       (6) 
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Подставив (2) и приравняв нулю коэффициенты при 1 , получим уравнения в A  
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и граничные условия на   
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Задача Неймана (7), (8) имеет единственное (с точностью до аддитивной постоянной c ) решение, если 
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Равенство (9) следует из формулы Грина 
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Применив формулу Грина, получаем вариационную формулировку задачи (7), (8): 

0323232  dA))x/v)xx/(x/v)xx/((G
A
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Функцию  находим из (11) методом конечных элементов, определяем 
0

2x , 0

3x  и с  из условий 
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Вычисляем жесткость при свободном кручении 1GI  и секториальную жесткость EI : 
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Изложенный метод распространяется и на тонкостенные сечения. Конечные элементы – прямоугольники, 

искомая функция на каждом прямоугольнике представляется в виде  

)()(),( 2232132 yyyyy   ,    (14) 

где оси 32 , yy  направлены вдоль длинной и короткой, "тонкостенной", сторон. 

Подставив (14) в (11), получим вариационную формулировку для тонкостенного сечения. 

Такой подход универсален и не требует различных алгоритмов, приведенных, например, в [4], для 

открытых, замкнутых, полузамкнутых и т.д. сечений. 
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Спасибо за внимание!

www.lira-soft.com

Москва, Дмитровское ш. д. 60а
Тел./факс +7 (499) 922-00-02

lira@lira-soft.com

Техническая поддержка
support@lira-soft.com
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